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ABSTRACT 
In this work, the existence and stability of optical solitons in cubic-quintic media on periodic 
and certain type of quasicrystal lattices (Penrose-5 and Penrose-7) are investigated. The 
governing equation for the physical model that has been used in this study is the cubic-quintic 
nonlinear Schrödinger (CQNLS) equation with an external potential in (2+1)D space. For the 
numerical solution, a Fourier iteration method, namely the spectral renormalization method is 
employed. In a certain parameter regime of the potential depth and the propagation constant, 
solitons are obtained for periodic and Penrose type quasicrystal potentials for different self 
focusing and/or self defocusing cases. Finally, the linear and nonlinear stability properties of 
the obtained solitons are investigated. 
 
ÖZET 
Bu çalışmada periyodik ve bazı yarı kristal (Penrose-5 ve Penrose-7) kafesler üzerinde optik 
solitonların varlığı ve kararlılığı incelenmiştir. Kullanılan fiziksel modeli ifade eden denklem 
(2+1) boyutlu kübik-kuintik, doğrusal olmayan, dış potansiyelli Schrödinger (KKNLS) 
denklemidir. Denklemin sayısal çözümü için temelde bir Fourier yineleme yöntemi olan 
spektral renormalleştirme yöntemi kullanılmıştır. Potansiyel derinliği ve yayılma sabiti 
parametrelerinin belli değerleri için farklı odaklanma veya odaktan sapma durumlarında 
periyodik ve yarı kristal kafesler üzerinde solitonlar elde edilmiştir. Daha sonra, bu 
solitonların doğrusal ve doğrusal olmayan kararlılık özellikleri incelenmiştir. 
GİRİŞ 
Solitonlar doğada bulunan doğrusal olmayan dalga yapılarıdır. Doğrusal olmayan optikte, 
lokalize yalnız dalgalar genelde soliton diye adlandırılır ve bunların homojen veya periyodik 
sistemlerdeki varlığı deneysel olarak gösterilmiştir. Geçmiş yıllarda Kerr ortamında optik 
kafes solitonları iyice analiz edilmiş ve bunların kendine odaklanma ya da kırılma yüzünden 
çökmeye uğradıkları gösterilmiştir [1]. 
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Bu çalışmada periyodik ve bazı yarı kristal (Penrose-5 ve Penrose-7) kafesler üzerinde optik 
solitonların varlığı ve kararlılığı incelenecektir. Kullanılan fiziksel modeli ifade eden (2+1) 
boyutlu kübik-kuintik, doğrusal olmayan, dış potansiyelli Schrödinger (KKNLS) denklemidir 
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KKNLS denkleminin sayısal çözümü spektral yöntemlerle bulunacaktır. İncelenecek 
potansiyeller aşağıdaki yapıdadır 
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Burada 4N  , 5N   ve 7N  durumlarına karşı gelen periyodik ve yarı kristal kafesler ele 
alınacaktır. Özel olarak 5N  ve 7N  yarı kristallerine Penrose tipi kafesler denmektedir. 
(1) denkleminin sayısal çözümü için bir Fourier yineleme yöntemi olan spektral 
renormalleştirme yöntemi kullanılacaktır. 
Bu çalışmada periyodik ve yarı kristal kafesler üzerinde temel solitonların sayısal varlığı 
gösterilip farklı  ,   ve 0V  parametreleri için bant-yarık yapıları bulunacaktır.  
YÖNTEM 
Spektral renormalleştirme yöntemi temelde bir Fourier yineleme yöntemidir. Bu fikri 
Petviashvili ortaya atmıştır [2]. Bu çalışmada yöntem, KKNLS denklemi için değiştirilmiştir. 
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f  gerçel değerli bir fonksiyon olmak üzere ( , , ) ( , ) i zu x y z f x y e   çözüm önerisi (3) 
denklemine yazılırsa 
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elde edilir. (4) denklemine Fourier dönüşümü uygulanırsa 
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elde edilir. (5) denklemi fˆ  için çözülürse 
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bulunur. Burada   sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere ( , ) ( , )f x y w x y  dönüşümü yapılırsa 
 
2 3 4 5
2 2












  (7) 
elde edilir. İndislendirildiği zaman (7) denklemi, w 'yi bulmak için bir yinelemeli yöntemde 
kullanılabilir. Bu bağlamda wˆ  aşağıdaki yineleme bağıntısıyla hesaplanabilir: 
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Başlangıç koşulu olarak Gauss tipi fonksiyon 
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alınmıştır ve durma kriterleri 12
1
ˆ ˆ| | 10n nw w

   olması ve elde edilen wˆ 'nın (7) denklemini 
610 'dan daha küçük bir mutlak hatayla sağlaması olarak seçilmiştir. Burada 0x  ve 
0y değerleri başlangıç koşulunun konumunu belirlemektedir. Başlangıç koşulunu kafesin 
(merkezindeki) maksimumuna yerleştirmek için 0 0 0x y   alınmalıdır. 
(8) yineleme yönteminde   parametresinin bulunması gerekmektedir. Bu amaçla (7) 
denklemi *wˆ  ile çarpılırsa,   parametresini yöneten denklem aşağıdaki şekilde verilebilir. 
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Son olarak (10) denklemi integre edilir 
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Yukarıdaki ifade, 4 2( ) 0P a b c       şeklinde dördüncü derece bir polinomdan başka 
bir şey değildir.  , bu denklemden kolaylıkla aşağıdaki formül kullanılarak analitik olarak 
elde edilebilir. 
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wˆ , (8) denkleminden her adımda  'yı hesaplamak için (13) denklemi kullanılarak elde 
edildikten sonra istenen soliton 1 ˆ( , ) ( , ) ( )f x y w x y w    F  olarak elde edilir. 
TEMEL SOLİTON ÇÖZÜMLER 
Bu çalışmada farklı   ve   değerlerine karşı gelen odaklanma ve odaktan sapma 
durumlarında kafes maksimumunda elde edilen temel solitonlar ele alınmıştır. 
A. Kübik odaklanma, kuintik odaktan sapma ( 0  , 0  ) 
1   ve 0,1    seçimiyle elde edilen solitonlar incelenmiştir.  
4N   periyodik potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde soliton elde edilememiştir; 
0 2V  'de [1,1 ;  1,4]  için, 0 3V  'te [1,8 ;  2,2]  için ve 0 4V  'te [2,6 ;  3]  için 
soliton elde edilmiştir. (bkz. Şekil 1) 
5N   Penrose-5 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde soliton elde edilememiştir; 
0 2V  'de [0,7 ;  1,4]  için, 0 3V  'te [1,1 ;  2,2]  için ve     0 4V  'te [1,7 ;  3]  için 
soliton elde edilmiştir. 
7N   Penrose-7 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde soliton elde edilememiştir; 
0 2V  'de [0,6 ;  1,4]  için, 0 3V  'te [1,1 ;  2,2]  için ve 0 4V  'te [1,7 ;  3]  için 
soliton elde edilmiştir. 
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Şekil 1: Kübik odaklanma, kuintik odaktan sapma durumunda 4N  , 0 4V  , 3   için elde 
edilen soliton (a) ve potansiyelle birlikte kontur grafiği (b). 
 
Periyodik potansiyelde yarık bölgeleri farklı potansiyel derinlikleri için neredeyse aynı 
genişlikte ve ayrıkken Penrose potansiyellerinde bazı kesimlerde örtüşmekte ve potansiyel 
derinliği arttıkça hafiften genişlemektedir. Ayrıca, Penrose-5 ve Penrose-7 potansiyelleri için 
bulunan yarık bölgeleri neredeyse aynıdır. 
Ayrıca, 0 4V   potansiyel derinliğinde bazı yayılma sabitlerine iki farklı soliton karşı 
gelmektedir. Bunlar periyodik potansiyelde [2,8 ;  3]  ve Penrose potansiyellerde 
[2,7 ;  3]  değerleri için gözlenmiştir. Başka bir deyişle, aynı yayılma sabiti için farklı 
güçlere sahip soliton çiftleri vardır. Bu soliton çiftlerine bir örnek Şekil 2'de gösterilmiştir. 
 
Şekil 2: Kübik odaklanma, kuintik odaktan sapma durumunda 0 4V  , 3   için bulunan 
soliton çifti. (Soldaki: 9,0736P  , 2,1496maksf  . Sağdaki: 40,4428P  , 3,1999maksf  .) 
 
B. Kübik odaktan sapma, kuintik odaklanma ( 0  , 0  ) 
1    ve 1   seçimiyle elde edilen solitonlar incelenmiştir.  
4N   periyodik potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,6   için,      0 2V  'de 
1,1   için, 0 3V  'te 1,8   için ve 0 4V  'te 2,6   için soliton elde edilmiştir.  
5N   Penrose-5 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,6   için,     0 2V  'de 
0,7   için, 0 3V  'te 1   için ve 0 4V  'te 1,5   için soliton elde edilmiştir. 
7N   Penrose-7 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,6   için,     0 2V  'de 
0,6   için, 0 3V  'te 0,9   için ve 0 4V  'te 1,5   için soliton elde edilmiştir. 
Kübik odaklanma, kuintik odaktan sapma durumunda olduğu gibi bu durumda da bazı 
yayılma sabitlerine iki farklı soliton karşı gelmektedir. Bu soliton çiftleri Penrose-5 
potansiyelinde 0 3V   potansiyel derinliğinde 1   için, 0 4V  'te [1,5 ;  1,6]  için; 
Penrose-7 potansiyelinde ise 0 3V   potansiyel derinliğinde [0,9 ;  1]  için,    0 4V  'te 
[1,5 ;  1,6]  için gözlenmiştir. 
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C. Kübik odaklanma, kuintik odaklanma ( 0  , 0  ) 
1   ve 0,1   seçimiyle elde edilen solitonlar incelenmiştir.  
4N   periyodik potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,7   için,      0 2V  'de 
1,1   için, 0 3V  'te 1,8   için ve 0 4V  'te 2,6   için soliton elde edilmiştir.  
5N   Penrose-5 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,5   için,      0 2V  'de 
0,7   için, 0 3V  'te 1,1   için ve 0 4V  'te 1,7   için soliton elde edilmiştir. (bkz. 
Şekil 3) 
7N   Penrose-7 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,5   için,     0 2V  'de 
0,6   için, 0 3V  'te 1,1   için ve 0 4V  'te 1,7   için soliton elde edilmiştir. 
 
Şekil 3: Kübik odaklanma, kuintik odaklanma durumunda 5N  , 0 1V  , 3   için 
elde edilen soliton (a) ve potansiyelle birlikte kontur grafiği (b). 
 
Bu durum için yarık bölgeleri yarı sonsuz aralıklar gibi gözükse de, belli bir yerden sonra 
solitonlar giderek daralmaya başlamaktadır (bkz. Şekil 3).  
Ayrıca bu durumun tamamı için (13) denklemindeki ikinci   değeri ek bir soliton 
üretmemektedir. 
 
D. Kuintik odaklanma ( 0  , 0  ) 
0   ve 1   seçimiyle elde edilen solitonlar incelenmiştir. Bu seçimle birlikte (1) 








    (14) 
4N   periyodik potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,6   için,      0 2V  'de 
1,1   için, 0 3V  'te 1,8   için ve 0 4V  'te 2,6   için soliton elde edilmiştir.  
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5N   Penrose-5 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,5   için,      0 2V  'de 
0,7   için, 0 3V  'te 1,1   için ve 0 4V  'te 1,7   için soliton elde edilmiştir.  
7N   Penrose-7 potansiyelinde, 0 1V   potansiyel derinliğinde 0,5   için,     0 2V  'de 
0,6   için, 0 3V  'te 1,1   için ve 0 4V  'te 1,7   için soliton elde edilmiştir. (bkz. 
Şekil 4) 
 
Şekil 4: Kuintik odaklanma durumunda 7N  , 0 2V  , 3   için elde edilen soliton (a) ve 
potansiyelle birlikte kontur grafiği (b). 
 
Bu durum için yarık bölgeleri yarı sonsuz aralıklar gibi gözükse de, belli bir yerden sonra 
solitonlar giderek daralmaya başlamaktadır (bkz. Şekil 4). 
Ayrıca bu durumun tamamı için (14) denklemindeki ikinci   değeri aynı solitonları 
üretmektedir. 
 
E. Kuintik odaktan sapma ( 0  , 0  ) 
0   ve 1    seçimiyle elde edilen solitonlar incelenmiştir. Bu seçimle birlikte (1) 
denklemindeki kübik terim düştüğünden,   (14)'teki formülden hesaplanmıştır. 
4N   periyodik potansiyelinde soliton elde edilememiştir. 
5N   Penrose-5 potansiyelinde, 0 1V   ve 0 2V   potansiyel derinliklerinde soliton elde 
edilememiştir; 0 3V  'te 1   için ve 0 4V  'te [1,5 ;  1,6]  için soliton elde edilmiştir. 
7N   Penrose-7 potansiyelinde 0 1V   ve 0 2V   potansiyel derinliklerinde soliton elde 
edilememiştir; 0 3V  'te [0,7 ;  1,0]  için ve 0 4V  'te [0,9 ;  1,6]  için soliton elde 
edilmiştir. 
 
F. Kübik odaktan sapma, kuintik odaktan sapma ( 0  , 0  ) 
1    ve 1    olarak alınmış ve hiçbir soliton elde edilememiştir.  
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KARARLILIK İNCELEMESİ 
Çalışmada elde edilen solitonların kararlılıkları iki şekilde incelenmiştir: 
 
1. Güç Analizi 
Güç  
 2| ( , ) |P f x y dxdy
 
 
     (15) 





   (16) 
sağlanmazsa, bu bir odaklanma kararsızlığına yol açar. Bunu tespit etmek için elde edilen 
solitonların yayılma sabiti - güç grafikleri çizilmiştir. 
 
2. Doğrudan Benzetim 
Özdeğer problemiyle ilişkili spektral koşul sağlanmazsa, bu bir sürüklenme kararsızlığına yol 
açar. [4] Bunu tespit etmek için soliton z ekseni boyunca ilerletilip solitonun konumunu ve 
maksimum genliğini koruyup korumadığına bakılmıştır. 
 
Kübik odaklanma, kuintik odaklanma (C) ve kuintik odaklanma (D) durumlarında yarık 
bölgeleri yarı sonsuz aralıklar gibi gözükseler de, belli bir yerden sonra solitonlar giderek 
daralmaktadır. Güç analizinde görülmüştür ki tam da bu noktalar solitonların kararsız olmaya 
başladıkları yerlerdir. 
Doğrudan benzetim sonucunda doğrusal olarak kararlı olan solitonun doğrusal olmayan 
kararlılığa sahip olduğu, doğrusal olarak kararsız olan solitonun doğrusal olmayan kararlılığa 
sahip olduğu ve doğrusal olarak kararsız olan solitonun doğrusal olmayan kararsızlığa sahip 
olduğu durumlar gözlemlenmiştir. 
SONUÇ 
Bu çalışmada, dış potansiyelli KKNLS denkleminin çözümleri spektral renormalizasyon 
yöntemiyle elde edilmiştir. Farklı   ve   değerlerine karşı gelen odaklanma ve odaktan 
sapma durumlarında kafes maksimumunda elde edilen temel kafes solitonlarının bant-yarık 
yapıları elde edilmiştir. N’yi artırmanın yarık genişliğini artırdığı gözlemlenmiştir. Kübik 
odaktan sapma, kuintik odaklanma ve kübik odaklanma, kuintik odaktan sapma durumunda 
soliton çiftlerinin mevcut olduğu görülmüştür. Kararlılık incelenmesi sonucunda doğrusal 
olarak kararlı olan solitonun doğrusal olmayan kararlılığa sahip olduğu, doğrusal olarak 
kararsız olan solitonun doğrusal olmayan kararlılığa sahip olduğu ve doğrusal olarak kararsız 
olan solitonun doğrusal olmayan kararsızlığa sahip olduğu durumlar gözlemlenmiştir. 
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